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JJie vollständige Werthbestimmung der Gatiss^chen Summen ward 
ziemlich gleichzeitig von Dirichlet*) und Cauchy^*) mit Hülfe von Betrach- 
tungen gewonnen, welche auf ganz anderer Grundlage wie die Ausführungen 
der ,ySummatio quarundam aerierum^^ ruhten, und welche der erstere aus der 
Theorie der Foiirtcrschen Reihen, der letztere aus der linearen Transfor- 
mation der Thetafunctionen geschöpft hatte. Dass diese beiden anscheinend 
verschiedenen Methoden doch ihrem wesentlichen Inhalte nach identisch 
sind, ward von Kronecker im Jahre 1880 nachgewiesen***). Auf den fol- 
genden Seiten soll zunächst eine andere Methode dargelegt werden, durch 
welche in einfacher Weise die fundamentalen Reciprocitätsbeziehungeu so- 
wohl zwischen Thetafunctionen wie zwischen Gaw««schen Summen her- 
geleitet werden können. Dieses Verfahren ist demjenigen verwandt, welches 
Kronecker zur Werthbestimmung einer specielleren Gauss^chen Summe an- 
gewendet hatf), unterscheidet sich aber von diesem in einem wesentlichen 
Punkte, der an der einschlägigen Stelle seine genauere Erörterung findet. 
Den letzten Theil der Arbeit bildet die Untersuchung jener achten Einheits- 
wurzel, welche eine eigenthümliche Schwierigkeit bei vollständiger Durch- 
führung der allgemeinen linearen Transformation bildetff). Die zur Be- 



•) G. Lejeune Dirichlets Werke, Bd. I, S. 237—270, S. 474—479. 
♦♦) Liouvilles Journal, Bd. V, S. 154—168. 

♦*•) Berliner Monatsberichte vom 29. Juli 1880 (S. 686—698) und vom 28. Oct. 1880 
(S. 854—860). Vgl. auch Festschrift, herausgegeben von der Mathem. Gesellschaft in 
Hamburg, 1890, Th. II, S. 32—36. 

t) Crelles Journal, Bd. 105, S. 267 f. und S. 345—354. 
ft) Man vergleiche insbesondere die Darstellungen von: Hermite, Ltouct//es Journal, 
Ser. II, Bd. III, S. 26—37. — Königsberger, elliptische Functionen, 1874, Th. II, 24. Vor- 
lesung. — Weber, elliptische Functionen und algebraische Zahlen, 1891, § 33. 
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stimmang erforderlichen Mittel werden, ohne dass eine Unterscheidung be- 
sonderer Fälle nothwendig wäre, ausschliesslich dem EukUdi^chen Theiler- 
verfahren entnommen; da das Legendre-Jacobteche Symbol, welches in den 
bisherigen Darstellungen einen Factor jener Einheitswurzel bildet, ebenfalls 
durch einen solchen Algorithmus gewonnen wird, so scheint das hier ein- 
geschlagene Verfahren auch bei wirklicher Durchführung der Rechnung 
den Vorzug zu verdienen. 

I. 

Die Haupttransformation, durch welche die Beziehung zwischen zwei 
Thetafunctionen angegeben wird, deren zweite Argumente, vom Vorzeichen 
abgesehen, zu einander in reciprokem Verhältnisse stehen, ergiebt sich fast 
unmittelbar, sobald man die Thetafunction in Form eines bestimmten Inte- 
grales von nachstehender Gestalt zu Grunde legt. 

Wir wählen zu diesem Zwecke die Function: 

(1.) ^3(£, t) = "S^e""^"''-^'"^; 

11=3-00 

in dem Gliede unter dem Summenzeichen ersetzen wir den Summationsbuch- 
Stäben n durch eine neue complexe Variable w und dividiren die so ent- 
stehende Function e"'^'*^"*^^*'^ durch eine Function von «?, welche für ganz- 
zahlige Werthe der Variablen und nur für diese verschwindet, nämlich durch 
(e^""^*^— 1). Integrirt man nämlich die so erhaltene Function: 

C^««»— 1 

in hinreichend kleinem Kreise um den Punkt w=^n herum, so ergiebt sich 
nach dem CaticAyschen Satze dasjenige Glied der Summe (1.)) welches den 
Index n hat, und folglich erhält man die £^3 -Function, wenn man jene 
Function in positiver Richtung über die Begrenzung eines Flächenstückes 
integrirt, welches nach und nach die sämmtlichen ganzzahligen Punkte der 
Abscissenaxe einschliesst. Als solches Flächenstück wählen wir am ein- 
fachsten ein Rechteck $ von folgender Gestalt: die Seiten laufen den Coor- 
dinatenaxen parallel, und zwar haben die Parallelen zur Abscissenaxe die 
Gleichungen ^ = +6 und y = — 6, die Parallelen zur Ordinatenaxe die 
Gleichungen x^+(^N+^) und x = — (iV+i), wobei b eine beliebige, für 
die ganze Dauer der Untersuchung festbleibende positive Grösse bedeutet, 



während JV eine gauM^ unbegrenzt wachsende Zahl ist. Dann haben wir 
die Darstellung: 



(2.) &,(^, T) = lim/ 



Es lässt sich nau zunächst leicht zeigen, dass die beiden Integralbestand- 
theile, welche von den Parallelen zur Ordinatenaxe herrühren, für wachsen- 
des iV beliebig klein werden. Denn wir haben für diese beiden Integrale: 

io = +(iV+i)+fy, 

wobei y von —6 bis +6 variirt, und daher ist der Nenner: 

von N ganz unabhängig. Um ferner den absoluten Betrag des Zählers zu 
ermitteln, setzen wir mit Trennung der reellen und imaginären Bestandtheile: 

dann haben wir: 

wobei die unteren oder oberen Zeichen zusammengehören; folglich ist: 

|g7rt(io»T-f2wO| _ ßn(T,|r«-2C,y)^^-7r(r,(i«r+i)»±2(Tü^4.C;)(J/+|)) 

= e ^ ^' .e ^ ^» ^ . 

Bezeichnet man also den kleinsten Werth, den i 4- ^^"^^ auf dem Inte- 

grationswege annimmt, mit c, so findet man, dass jedes der beiden Integrale 
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als: 



^ J c-^^y + 1 ' 



+ 
— 

und da, wie bekannt, Tj jederzeit eine positive Grösse ist, so convergiren 
die Integrale in der That für wachsendes N gegen Null. 

Hiernach bleiben nur die Integralbestandtheile, welche von den 
Parallelen zur Abscissenaxe herrühren, übrig, und man erhält die Darstellung: 



(3.) ^3(g, - y -^2nr«,-i J 



(icr = — i6-Hx) (•» = + ift-h*) 



Entwickelt man jetzt den Integranden in eine geometrische Reihe, so hat 
man, da der absolute Betrag von e^"'*^ im ersten Integrale grösser, im 
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zweiten kleiner als Eins ist, in jenem die Reiheuent Wickelung : 

1 



^Jihniw 



= 2;ß" , (A = -1.-2,-3,...) 



in diesem die Entwickelnng : 



^nifo^l -j 



= — 2;^^*'''"' (A = 0. 1, 2, 3. ..^ 



anzuwenden, wodurch sich ergiebt: 

X= — X X=— OD 

Kehrt man in diesen Integralen die Reihenfolge der Summation und Inte- 
gration um, so erhält man nach leichter Umformung: 



y dwe ^ ^ ^ 



Alle die hier auftretenden Integrale sind von der Form: 

wenn dieses Integral der Reihe nach über die sämmtlichen Geraden einer 
Schaar von Parallelen zur Abscissenaxe erstreckt wird. Man beweist aber 
mit denselben Mitteln, wie sie vorher in Anwendung gekommen sind, dass 
die Integrale den Werth nicht ändern, wenn sie anstatt über die ver- 
schiedenen Parallelen zur Abscissenaxe sämmtlich über diese Axe selbst 
erstreckt werden ; denn in den Zusatzintegralen, deren Wege der Ordinaten- 
axe parallel sind, kann der absolute Betrag des Integranden ebenso wie 
dort unter jeden Grad der Kleinheit herabgedrückt werden. Daher tritt das 
Integral vor das Summenzeichen, die beiden Summen schliessen sich an 
einander an und man erhält: 



(4.) ^3(S, t) = *i"e " ^ J dxa"'-'. 

A=— X _» 



'-./ 



Da aber die hier auftretende Summe nichts anderes ist als 



-n*-?lA= 



=+x ni(- — '-2hi-) -ni^ ^ / t In 



80 hat man: 



(4-0 /'^ d,(^, x) = d,(|, -!)• /^'rfxc— . 



— eo 



Zur Ermittelang des Integrales bezeichnen wir mit (V^— it) denjenigen Werth 
der Quadratwurzel, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, und setzen: 

dann ist: 






das Integral auf der rechten Seite der Gleichung über eine Gerade durch 
den Nullpunkt erstreckt, welche mit der reellen Axe einen Winkel bildet, 

der gleich der Amplitude von (V— ix) ist. Dieser Winkel liegt, weil die 
imaginäre Coordinate Tj von t positiv ist, innerhalb der Grenzen — -j- und 

4"^, und daher kann das Integral anstatt Über die angegebene Gerade 

auch in positiver Richtung ttber die x-Axe erstreckt werden. Denn die 
Zusatzintegrale, welche auftreten, sind von der Form: 

hm / oiic""''", 

wobei 6 ein positiver oder negativer echter Bruch, nämlich die trigono- 
metrische Tangente des Neigungswinkels jener Geraden ist. Der absolute 
Betrag dieses Zusatzintegrales ist aber kleiner als: 

u 

und wird daher, weil 6^ < 1 ist, für wachsendes m beliebig klein. Daher ist: 



— « 



und da der Werth des von ^ und r unabhängigen Integrales gleich Eins 
ist, — wie man erkennt, wenn man 5 = 0, t = i setzt — , so hat man die 
Haupttransformation der Thetafunction erhalten: 

(50 *3(|. -|) = (y^^)e^»^(5, ^> 
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II. 
Setzt man in der Gleichung (5.) ^ = 0, so ergiebt sich: 

(6.) ^3(0, -|) = (1^=7^)^,(0, T), 

eine Gleichung, welche offenbar auf dem angegebenen Wege auch direct, 
d. h. ohne Zuhttlfenahme jener allgemeineren Relation erhalten werden kann. 
Lässt man in dieser Gleichung r einem rationalen Punkte der reellen Axe 
nahe rücken, indem man: 

setzt und für p = zur Grenze übergeht, so wird ^3(0, t) in der Weise 
unendlich, dass lim(p5^3(0, t)) gleich einer endlichen Grösse wird. Denn 

es ist, wenn man n = 2^x+r setzt und x alle ganzen Zahlen, r ein voll- 
ständiges Restsystem (moä.2 fi) durchlaufen lässt: 



ns=— 00 r=A) ti=-cc 



also, wenn man die Grenzen der Summe als unendlich gross auch gegen- 



über der Grösse — annimmt: 

9 



r=l2;il-l -r>«|A 



Setzt man also die Aber ein vollständiges Restsystem (mod.2ju) erstreckte 
Summe: 

80 hat man: 

(7-.) ,ta(p*.(0,-;^+V))=|;JyC(f). 

Ferner ist: 

bis auf unendlich kleine Grössen vierter Ordnung, und folglich hat man: 



9 

Setzt man die Grenzwerthe (7*.) nnd (7^) in die Gleichung (6.) ein, so er- 
hält man die Reeiprocitätsbeziehnng zwischen GaussBchen Summen: 



(«•) «(■&) = (t^l^Cy)- 



Nun erscheint es aber von Wichtigkeit, dass diese fundamentale Reeiproci- 
tätsbeziehnng sich unabhängig von der Transformationsgleichung der Theta- 
function ableiten lässt, sobald man die angewendete Methode ein wenig 
umgestaltet. 

Um die Untersuchung in Rücksicht auf das Folgende sogleich etwas 
allgemeiner zu fuhren, gehen wir von der Summe aus: 

, Xni 

-Se" " Kr), 

r 

in welcher r ein vollständiges Restsystem (mod.u) durchläuft und die Func- 
tion unter dem Summenzeichen von der Beschaffenheit sein soll, dass f(r) 
nur von dem Klassenwerlhe der Zahl r (mod.^) abhängt. Demgemäss setzen 
wir von der Function ^(ir), ausser dass sie in der Umgebung der rc-Axe 
eindeutig und stetig ist, auch noch voraus, dass sie der Functionalgleichung: 

(9.) Kw+fi) = (-1)'V(«') 

genüge. Dann ist ähnlich, wie vorher: 



.,1%% 
(10.) ^Te-'-^fir^ - / «""^fC")'^«' 






und zwar ist das Integral über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 
strecken, dessen eines Seitenpaar die Gleichungen o: = — ^ und aj = |,a|— ^ 
hat, während das andere Seitenpaar durch die Gleichungen y = +6 und 
y z=^^h dargestellt wird. Entwickelt man nun den Integranden in eine 
geometrische Reihe, so hat man, je nachdem die imaginäre Coordinate y 
von fr positiv oder negativ ist, die erste oder die zweite der beiden Iden- 
titäten : 

^ 2 g8A«r,._^ « 



anzuwenden. Daher muss man das Integral in der Gleichung (10.) in zwei 
Theile zerlegen, von denen sich der eine auf die obere, der andere auf die 
untere Hälfte der Begrenzungslinie bezieht, wodurch man erhält: 

2 
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).7ti ^ _ Ini 



(11.) 



=||i|— 1 ^r«— -— r -to» — A=JV— 1 



/, j im' , 

»=— I 



3 ' 5 • 



+ — 

hierbei ist den Integralen das Zeichen + oder — zugesetzt, je nachdem in 
dem Theile der Begrenzungslinie, auf den sie sich beziehen, die Coordinate 
y positiv oder negativ ist. 

Um nun zu beweisen, dass die Grösse e mit wachsendem N ver- 
schwindet, machen wir von der Willkürlichkeit der Grösse b Gebrauch und 

setzen b = — r^-, so dass -r- bei zunehmenden N zwar beliebig gross wird, 

aber gegenüber N unendlich klein bleibt. Bei dieser Annahme folgt näm- 
lich, dass der absolute Betrag eines jeden der sechs geradlinigen Integrale, 
in welche die rechte Seite der Gleichung (12.) zerlegt werden kann, be- 
liebig klein gemacht werden kann. Denn was zunächst die beiden Integrale 
angeht, deren Wege der x-Axe parallel sind, so ist für diese der absolute 

Betrag von 6^^^«°"^^ resp. von e'^^'«"* gleich e"^''^, die vier Integrale, deren 
Wege der y-Axe parallel sind, verschwinden aber darum, weil der Integrand 

endlich und die Länge des Integrationsweges gleich -y=r-ist. 

Da also in der That e für wachsendes iV gegen Null convergirt, so 
folgt, wenn man die Integrale der rechten Seite der Gleichung (11.)? anstatt 
über die vorher angegebene Begrenzung, über die reelle Axe erstreckt und 
sodann zusammenfasst, die Gleichung: 

(13.) 2: e ^ f(r) = lim / e ^ f(w)dw 2; e'*""*. • 

Kehrt man hier die Reihenfolge der Summation und Integration um, so er- 
giebt sich nach leichter Umformung: 



2: e *" f(r) = Mm 2 e ^ / ' e ^ Atr+^)rfu?, 



r=:^I— 1 — ,.« 

i: e 






oder wenn man h==lx+s setzt und s ein vollständiges Restsystem mod.A, 



11 

X alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen lässt, mit Be- 
nutzung der Gleichung (9.): 






1 */* 



Daher gilt die Reciprocitätsgleichang: 

(14.) ^e-"^f(r-) = ^Z'^^)«" C.::t \: :::: Hr;), 

in welcher die Function (p durch die Gleichung: 

(15.) q>(fD) = /"*'*e~^7(^+-X-)rf^ 



definirt ist und folglich die der Gleichung (9.) entsprechende Periodicität: 

(16.) y(ir+i) = (-ly'^cpCw) 

besitzt. Offenbar kann man also umgekehrt die Function f durch ein be- 
stimmtes Integral mit Hülfe der Function (p ausdrücken. 
Für unsere Zwecke genügt es, 



71»»' 10 



zu setzen, wobei nach (9.) die ganze Zahl v^X/j, (mod.2) sein mass. 
Dann ist: 

y(fp) = J e " " ^ dx 



— CO 






— *> ^ ^ 4/ii 






= e 

-00 

Daher geht die Gleichung (14.) über in: 

(17.) ^6 >- ^ ^ = 2:e?^ ' '''. f e ^ dx 



— » 



oder auch in: 



(17-.) ^e-?^'"-''^"^) = 2:e^^'"''"'-^\\]lA-\ r%t'"«'rfar, 

'—CO 

und in dem letzten Integrale gilt das negative oder das positive Zeichen, 
je nachdem — positiv oder negativ ist. Den Werth des Integrales findet 
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man, indem man 1 — 2, u = 1, v = setzt, wodurch man erhält: 
also : 






— 30 



Da nun: 



/^i.(/-.-,g„.i-) = (/i) 



ist. so kann man die Gleichang (17.) auch auf die Form bringen: 

r 9 ^ ' AI ^ 

Setzt man in dieser Gleichung y = 0, so hat man, weil l/i^v (mod.2) ist, 
von den beiden Zahlen l and /ll die eine als gerade, die andere als unge- 
rade anzunehmen, wodurch man erhält: 

(17^) ^ e ^ - £e^ (i-^): 

diese Gleichung stimmt aber ihrem Inhalte nach genau mit der Gleichung 
(8.) Uberein, denn man erkennt leicht, dass die durch die Gleichung (7.) 

definirte Summe g(— ) verschwindet, falls l und ill beide ungerade sind, 

und mit der linken Seite obiger Gleichung übereinstimmt, wenn Ifi ge- 
rade ist. 

Aus der Gleichung (17^) ergiebt sich der Werth der DiWcA/ß/schen 



■ - 27lir* 

r=n—l 



Summe y(l, n)= 2: e "" *) unmittelbar; setzt man nämlich X = — 2, iii = n, 
80 findet man zunächst für ungerades positives n: 



(18.) ^^ e - = (i-»-)(y f^) = \^ yn, 



setzt man aber iW = l, ^ = 4-, so erhält man für n^O (mod.4): 



(18\) "^ e - -2.(y-f-) = (l+0»^. 



•) S. Werke, Bd. I, S. 476. 
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Diese letzten beiden Gleichungen sind selbständig, ohne Rückgang auf die 
allgemeinere Reciprocitätsgleichnng (17^) von Kronecker in den im Ein- 
gange erwähnten Aufsätzen im 105. Bande dieses Journals mit Httlfe einer 
Methode hergeleitet worden, mit welcher die unserige die Darstellung der 
Gat#MSchen Summe als complexes Integral gemein hat Beide Methoden 
unterscheiden sich dadurch, dass dort die Ausdehnung des Rechtecks in 
der Richtung der j^-Axe, hier die Entwickelung in die geometrische Reihe 
und die Zusammendrlickung des Rechtecks das Resultat hervorbringt. Ver- 
suche, das ÄronccAersche Verfahren direct zur Herleitung der Redprodtäts- 
besiehung zwischen Gauss^chen Summen zu benutzen, haben zu keinem 
Ergebnisse geführt, — 

Aus der Gleichung (17^) können mit Hülfe elementarer Eigenschaften 
der GaussAchen Summen deren Werthe hergeleitet werden. Man gelangt so 
zu den Formeln: 

(19.) e(f)=(A)(,'?), e(4)=(£)(,/2«), 

in welchen die Zahl ^^1 (mod.4) vorausgesetzt ist und unter dem Zeichen 
( — ), resp. (y) das Legendre-Jacobi&che Symbol zu verstehen ist. Dabei 

hat man, falls der Nenner gerade ist, für ("i^) ^^^ Werth +1 oder —1 

anzunehmen, je nachdem u^l oder ^5(mod.8) ist, und im übrigen mit 
diesem Symbol nach den bekannten Regeln zu rechnen. Ueberdies muss 
zur Ergänzung des Früheren hinzugefügt werden, dass unter dem Zeichen 

(]-n)j falls fi negativ ist, der Werth +f|)^fi| zu verstehen ist. 
Beiläufig sei erwähnt, dass zuweilen die Formeln: 

(19-.) e(-^) = (})e^''-Vi;|, 0ij.)^(f)e'^m Cz';<-'.) 

zur Rechnung geeigneter sind; hierin sind die Nenner fi, resp. l als positiv 
vorausgesetzt und unter dem Zeichen (-p) ist, falls ,a ^ 3 (mod. 4) dasselbe 

wie unter dem Zeichen (~t^) zu verstehen. 

m. 

Die allgemeine lineare Transformation der Thetafunctionen macht, 
wie bekannt, schliesslich die Bestimmung einer Constanten nöthig, mit 
deren Bedeutung und Auswerthung wir uns hier beschäftigen wollen. Um 
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diese Grösse in einfachster Form der Untersuchung zu Grunde legen zu 
können, sei es geßtattet, den Gang der Rechnung noch einmal in aller Kürze 
anzugeben. 

Wählen w|r zu diesem Zwecke die ^i-Function: 

(20.) &,{l, t) = ^e*^.(»'>r + 4KC-2.) (. = ±1,±3,±5....) 

und setzen wir: 

(21.) ^' = J?[I±|., ^'= f 



worin die vier ganzen Zahlen a, ß, y, d der Relation: 

(22.) aJ-/?y = 1 

genügen sollen. Löst man die erste Gleichung (21.) auf in: 

so folgt umgekehrt; 

T = a(ßT—ß\ 1 = a(— yz'+a), 
also: 

f (yT+ J)((yr'-/?) = T, (yr+ J)(~yT'+«) = 1, 



(22.) 






Multiplicirt man nun die Function ^i(^', t') mit c"^^^'**, so kann man das 
Product leicht in die Form setzen: 

(23.) «f (0 = c-''«''"^i(r, t) = 2;e '- «-^^^^ '»'S (.=±..±3.±s,...) 

und da sich hieraus, wenn man ^ durch ^+r+8T ersetzt und gleichzeitig 
den Summationsbuchstaben r in i/+2(yr— J«) umändert, ohne weiteres die 
Functionalgleichung: 

ergiebt, so folgt, dass *(^) bis auf einen von t unabhängigen Factor mit 
der Thetafunction (20.) identisch ist. Die Bestimmung der Constanten C 
in der Gleichung: 

(24.) if (Ö = c-^^^'-'^,(r, t') = C&,{^ 

ergiebt der Laurent^che Satz in der Form: 

C = y/*(Oe''*^^-*"^rf^, 
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worin das Integral von einem willkürlichen Pankte t in geradliniger Rich- 
tung nach dem Pankte t+l erstreckt ist, und hieraus erhält man durch 
Einsetzen des Werthes von *(S): 

(25.) C = 4./*'^^ef '--^-'-''e-^fc-*-^)'. 

Nun erkennt man sogleich, dass von den beiden unter dem Summenzeichen 
stehenden Factoren der erste nur von dem Klassenwerlhe der ungeraden 
Zahl V mod.2/ abhängig ist; ersetzt man nämlich in ihm v durch v+2y 
und bildet den Quotienten beider Exponentialgrössen, so erhält man: 

Setzt man also v = 2/it+r^ und lässt n alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen, r ein ungerades Restsystem mod.2/ durchlaufen, so ergiebt sich 
schliesslich bei passender Ordnung der Folge der Summationen und der 
Integration : 

C=^2:e'r Z dCe "^^^^ '^ ^ 

• r n »^ 



1 _ ^c«,._.(,_,).^a) /-+« -^,3 



= -^2;e ^ / dxe 



% 



r 



/ dx 



9 



— » 



worin das Integral über die reelle Axe oder eine Parallele zu ihr erstreckt 
ist. Setzt man den Werth des Integrales ein, so hat man die Gleichung: 



^^ (ar'-2(r-l)r+«!) 

9 



in welcher der Summationsindex r die Zahlen 1, 3, . . ., |2y|— 1 oder irgend 
ein anderes ungerades Restsystem mod.2/ durchläuft. 

Die weitere Untersuchung hat sich mit der in der letzten Gleichung 
auftretenden Summe zu beschäftigen. Dieselbe lässt sich ohne Schwierig* 
keit auf die Form der vorher betrachteten Gati^sschen Summen bringen. 
Denn da man leicht beweist, dass die Umformung: 

t r r 

zulässig ist, so erhält man, wenn d angerade ist: 
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und wenn d gerade ist: 

4- ^e *>■ = (-1) * e ♦ ^ e >• (- 1)" 

= (-1) ' e * 2 e ^ , 

und auf diese Darstellungen können die Formeln (19.) oder (19*.) direct 
angewendet werden. Der Werth der Summe ist also, abgesehen von einer 

achten Einheitswurzel, gleich iy. Da aber hierbei ohne zureichenden Grund 
stets mehrere Fälle unterschieden werden müssen, so ist es besser, an dem 
Summenausdrucke selbst, wie er sich in naturgemässer Weise ergeben hat, 
die Veränderungen zu betrachten, welche er bei elementaren Transfor- 
mationen erleidet. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 

(27.) 1 ^.^^-'-'^"-'^-^ = s(«. ^, 

wodurch die Gleichung (26.) in folgende ttbergeht: 



(280 *.(4t- ~^) = «^.(V.-^-v+<o).s(;; ?)•*,«, .). 

Zunächst folgen unmittelbar aus der Definition die Gleichungen: 

s(J;-J)=ie^, s(J;J)=<r-, 



(29.) 



sC-t'" ''+/)=«^s(:; f), <-': !?)=-«(;; 



Bringt man ferner s("' ^[) auf die Form: 



y, * 






=i^'-' -y-(-'+(a-r+i)«+-^-^) 



SO kann man die Reciprocitätsgleichung (17.) des vorigen Abschnittes in 
Anwendung bringen, indem man in ihr /^ = y, ä = — a, y =x a—y+l setzt. 
Man erhält hierdurch nach einigen Umformungen die Hauptrelation: 



ni . ni , ^ ^ »^ 71» . ni 



(30.) S(;- J)=e-^"-^'"""s(_^; _p = e-^^^-'-'sr:; "p. 
eine Gleichung, die man natürlich auch wieder direct ableiten kann, indem 
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man die Methode des vorigen Abschnittes aaf die Darstellung: 

"* - - --.-1)»+^) 






dw 



anwendet; das Integral ist über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 
strecken, dessen eines Seitenpaar durch die Punkte und 2y parallel zur 
Ordinatenaxe hindurchgeht. 

Die Grösse S(^' ^) ist durch die Gleichung (27.) nur für ein von 

Null verschiedenes y definirt worden, aber die soeben abgeleiteten Compo- 
sitionsregeln zeigen sofort, welchen Werth man anzunehmen hat, falls y = 
ist; denn die Gleichung (30.) ergiebt: 

also muss: 

(31.) s(J;f)=-^, «("J;f)=--""^ 

gesetzt werden. Da nun: 



n» 



9,(jC, T+1) = e ♦ 9,(^, t) 

ist, so erkennt man, dass bei der getroffenen Festsetzung die Gleichung 
(28.) ohne weiteres in Geltung bleibt, falls y = Ound J = 4-l ist; ist aber 
y = und (? = — 1, so muss auf der rechten Seite der Factor t, der sich 
als Werth der Quadratwurzel ergiebt, fortfallen. 

Die Berechnung des Symbols gestaltet sich jetzt folgendermaassen. 
Wir setzen a = yi, ß=='^i und nehmen eine Kette von Gleichungen an: 

[2^+^1^1+^2 = 0, yi+x2;'2+y3 = 0, ^2+^3/3+^4 = 0, . . ., 

von der zunächst nur das Eine vorausgesetzt werden mag, dass sie ab- 
bricht, so dass also y^+i = ±1? ^^+2 = ist. Mit Hülfe der so gewonnenen 
ganzen Zahlen ;f,, ;f2? • • •» ^y, ^r+i berechnen wir durch eine correspon- 
dirende Kette von Gleichungen: 

'«J+*l<J'l + <J2 = 0, di+Xi^2 + ^3 — 0j (^2 + ^3^3 + ^4 = 0, ..., 
^y^l+yr^r + (fr+l = 0, (J^ + X^^.l «J^+l + (T^+2 = 

die Zahlen Ja, J3, ..., J^^.!, ^^^.2. Da nun aJ— /?y = yiJ — (Tiy == 1 ist, so 

3 



(32.) f 



(32\) [ 
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folgt offenbar successiv, dass die Determinanten: 

Yx^-^ir^ y^J^i-Jj^i, y^d^-ö^y^, . . ., yy^id^-d^^.y^, r^+2^r+i'-^y'^2yy^i 

gleich Eins sind, und da y^^z — O ist, so ist (^^^2 = —^^+1 = +1, und die 
Kette (32*.) bricht ebenfalls ab, wenn man noch die Gleichung: 

(32^) ^r^l + y^.^2^r^2 = 

hinzufügt. 

Nun folgt aus der Reciprocitätsgleichung (30.), dass: 

ist, und aus der dritten Gleichung (31.) ergiebt sich die weitere Reduction: 

Wendet man diese Gleichung (i'+l)-mal an, so erhält man: 

Da aber y + = ±1, ^»+2 = +1, ^r+i = ±'',+2 ist, (wobei die oberen oder 
unteren Zeichen zusammengehören), so erhält man schliesslich: 

(33.) S(«' f) = y.^,.e 2 4.=, 4 ^. _ 

Diese Gleichung lässt sich aber noch vereinfachen, wenn man die Willkür, 
welche bisher bei Bildung der Kette (32.) zugelassen wurde, einschränkt. 
Man kann nämlich offenbar voraussetzen, dass die absoluten Beträge der 
Zahlen y^^ y-i^ . • ., y^, y^^^ eine durchweg abnehmende Reihe bilden, und 
dass keine der Zahlen ;fi, Xj, ..., y.^^^ gleich Null ist. Z. B. ist dann in 
der ersten Gleichung (32.) -a^ eine der beiden ganzen Zahlen, zwischen 

welchen der Bruch — ^ eingeschlossen ist, und zwar ist es die nächst 

grössere oder die nächst kleinere Zahl, je nachdem jener Bruch das positive 
oder das negative Zeichen hat. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich 

8gn.(yA-iyA) = -sgn.^A 
für A= 1, 2, . .., r+1, und die Gleichung (33.) geht daher über in: 



(33-.) S("' ^) = y 
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hierbei erscheint das System ("' g) als das Compositionsresultat der Systeme: 

/ 0, 1 y 0, 1 \ / 0, 1 Y 0, +1 \ 

wobei in dem letzten Systeme die oberen oder die unteren Zeichen in Gel- 
tung sind, je nachdem y^+i = +1 oder = —1 ist. Da man ein vorgelegtes 
System sehr leicht in der angegebeneu Weise decomponiren kann und der 
Werth des Symbols bei dieser Methode nur von der Beschaffenheit der 
einzelnen Systeme abhängig erscheint, so ist das angegebene Verfahren für 
wirkliche Berechnung sehr geeignet. 

Haben wir bisher den Einfluss, den die Composition mit elementaren 
Systemen auf das Symbol ausübt, betrachtet, so können wir auch das Resultat 
der Composition zweier beliebigen Systeme der Untersuchung unterwerfen. 
Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, dass, gleichviel ob 
/ positiv oder negativ ist, immer 

ist, und setzen demgemäss mit einer Modification gegen das Frühere: 



*2 



(34.) ^.(y,-^, -^) = e--^ (}fyr+ö)»,i^, t).S.(-' f), 

worin das Symbol S^ jetzt für ein von Null verschiedenes y durch die 
Gleichung: 

(30.) SA' .; = — - ,r-2;C*^ (r=l,3 |2rl-l) 

definirt ist. Soll die Gleichung (34.) auch für y = gelten, so haben wir 

(36.) s.a;f)=r-, s.(-J;^,) =.*"-" 

anzunehmen; überdies ist, wie unmittelbar aus (35.) folgt: 

(37.) Si^lf) = e"-'^, S.Q +J) = e"''^. 
Setzen wir nun in der Gleichung (34): 



T = 



' ^~ yV + d' ' 



yV + d' ' ' ~ yV + 

wobei tt'S'—ft'y' = 1 ist, so erhalten wir diejenige lineare Transformation, 

3* 
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welche zu dem ans den Systemen ("'f) und (^/^r) componirten Systeme 
V " 5") S^^ört, so dass also 

Vy", d"/ ■" Vy^ a A y', d')' y" = ya' + d/, d" = yß^^-dd' 

ist. Die Durchführung der Rechnung ergiebt nun die Regel für die Com- 
position der Symbole in der Form: 

<äB-) s.(C; DO, ?)) = <l ?)«.(";.; 1). 

worin das Vorzeichen e durch die Gleichung: 

bestimmt ist. Die Gleichung (38.) enthält die allgemeinste Regel fUr die 
Transformation von Summen der Form (35.). 

Sehen wir zunächst einmal von dem Vorzeichen e in der Gleichung 
(39.) ab, so erhalten wir, da 

ist und da, wie bekannt, jedes System der Determinante Eins in eine Folge 
der elementaren Systeme (q\) und (^'""q) zerlegt werden kann, unmittel- 
bar das Resultat, dass das Symbol 

ist, wo p die Anzahl der elementaren Systeme bedeutet, in welche das 

System ("' ^) zerlegt werden kann. Daher ist der Klassenwerth der Zahl p 

mod.4 unabhängig von der Art der Zerlegung, und wir erhalten beiläufig 
den einfachen Satz: 

Zerlegt man ein quadratisches System von vier ganzen Zahlen mit der 
Determinante Eins auf zwei verschiedene Arten in eine Folge der elementaren 

Systeme (^r.\) t^nd ( ' rjf ^^ <^' ^<^ Anzahl der Systeme in beiden Fällen 
einander congment modulo4:. 

Kehren wir jetzt zur Interpretation des Vorzeichens e in der Glei- 
chung (39.) zurück, so gestaltet sich dieselbe dann sehr einfach, wenn wir 



(40.) { 
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voranssetzeD , dass keine der drei Zahlen /, y\ y" verschwindet Unter 
dieser Einschränkung leitet man nämlich ans (39.) leicht den Satz ab, dass 
€ nur dann = —1 ist, wenn y und / einerlei Zeichens sind und y" das 
entgegengesetzte Zeichen hat Weniger durchsichtig wird die Zeichenregel 
für diejenigen Fälle, in denen eine der drei ganzen Zahlen y, /, y gleich 
Null ist; aber auf diese Ausnahmefälle einzugehen, ist hier um so weniger 
Veranlassung, weil ihre Berücksichtigung für das folgende Verfahren zur 

Bestimmung des Werthes von S (*' gj unnöthig ist 

Nehmen wir nämlich der Einfachheit halber a als positiv an und 
setzen wir wie vorher « = yi, /? = ^i, so können wir nach der gewöhnlichen 
Methode des Theileralgorithmus die Kette von Gleichungen bilden: 

y = ^1/1 + ^2, ^1= ^2/2 + ^3, ^2 = ^3^3 + ^4, • • -, . 

in welcher yi, ^2» •••, ^^-2? ^^-1 = 1 positiv sind und eine abnehmende 
Reihe bilden. Setzen wir überdies, was ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit gestattet ist, v als gerade Zahl voraus, und bilden wir die 
correspondirende Kette von Gleichungen: 

SO ist snccessive: 

und da y, = 0, yy_i = 1 ist, so folgt, dass d, = 1 ist und die Kette (41.) 
durch die Gleichung: 

(41'.) d,.t = x,Sy 

abgeschlossen wird. Da man nun nach den Gleichungen (40.) und (41.) 
die Decompositionen: 

/y,_„a,_A^/ 0,1 y-yr, -8y \ / 0,1 \/0, -1 \ 

Vr-2, JkV ^-1, Xr-l^'^ rr-U *r-l^ ^"l, »^-1^1, X,/ 

hat und bei successiver Anwendung der Gleichung (38.) wegen des posi- 
tiven Vorzeichens der Zahlen y,, y„ ..., y,_, in keinem Falle die Vor- 



(41.) 
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bediDgnngen dafür erfüllt sind, dass e den Werth —1 erhält, so ergiebt 
sich unmittelbar: 

(42.) s,e;; J) = s,(_l \)Ml ->••«,(_?; L>.(?: -.> 

Setzt man schliesslich aus (37.) die Werthe der Symbole auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung ein, so erhält man den Satz: 

Wenn et positiv ist, so ist der Werth des Symbols jSi( ' ^) in der 

Gleichung (34.) gleich: 

wobei Xi, X2^ 3c^^ ..., Xy die Theilnenner in den Kettenbruch -Entwickelungen 

y__ , 1 l_ . 1 

a ""^^"^ ' 1 ' a -^»'"*' . f ' . 



^aH ^ — 3Ck-2H h 



Xy_i Xj 

sind; in diesen ist v als gerade Zahl undx^^ x^^ . . ., x^.^ als positiv vorausgesetzt y 

während x^ und x^ die in — und -^ enthaltenen grössten Ganzen sind und 

a a 

also positiv, NuU oder negativ sein können. 



(Sonderabdnick aus Heft 3 Bd. 111 des Journals fär die reine und angewandte Mathematik.) 
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